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ABIERTO DEFINIDO POR LOS POSTULADOS
DE INCIDENCIA Y ORDEN DE HILBERT

por

Pepro ABELLANAS

- Es sabido (*). que mediante los postulados de incidencia, or-
denaci6n y paralelismo, pueden. definirse las operaciones de adi-
cién y multiplicacién con los puntos de una recta, demostran-
dose que: El conjunto de todos los puntos de una recta forman
un cuerpo no conmutativo. En el presente trabajo nos ocupamos
de estudiar una generalizacién de este resultado para los seg-

. mentos abiertos del espacio topoldgico. definido: por ‘los postu-

lados de incidencia y orden.de Hilbert, esto es, prescmdlendo

~del postulado de paralelismo. Como es’natural, la estructura al-

gebraica qlie obtenemos. es mucho més’ comphcada que la de los
cuerpos no conmutatlvos o : !

"En el § 1.° nos-ocupamos- de la generalizacién de los teore-
mas de Desargues para los trivértices, trildtefos y cuadrivértices
homoldgicos.

En el § 2.° definimos una adlclén y una multlphcamom con los )
puntos de un segmento ‘abierto y. demostramos ‘en qué casos po-~
seen las propiedades formales.

Suponemos conocidas del lector_las definiciones de rayo, seg-
mento,” or1entac16n, ordenacidn, semlp]ano regiones angulares,
teoremas .de mcndenma, etc.

/

.§10.
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TEOREMA 1.—Si a, b,cya, b, c son dos trildteros dé un mis-

mo p]ano y llamamos

A=bog¢B=coq,C= aob A'=beoc,B=cna, C—‘anb'
M=goa’ N=bnb,P=caoc;

si se verifica que M, N y P son puntos de una.iefta r y si 1as
rectas AA’ y BB’ se cortan en un punto R, la recta CC’ pasa
también por R.

(*) Hilbert. Grundlagen der Geowmetrie.
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- Demostracién : Para qu_e“el teorema esté determinédo 0.no
sea una trivialidad supondremos que los vertices AyA,ByB,
Cy G, son distintos. La recta r cortar4, por tanto, a dos de los
lados de las trilateras {ABC}, {A'B'C'} o a nan‘uno En

virtud de la simetrfa de las hipétesis distinguiremos los siguien-

. tes casos : )
1> El punto M pertenece a los lados AB y AB' y el pun-
to N'a los lados AC y A'C'. Este caso coincide con los siguien-
tes: M pertenece a los lados AByAB'y P pertenece a los la-
“dos BC y B'C. peftenece a los lados AC y A'C' y P a los
ladosBCyBC o
" 2° El punto M pertenece a los lados AB y AR, el pun-

to N pertenece al lado AC y P al B'C'. Este caso coincide con
el siguiente : el punto M pertenece a los lados AB y A'B,
punto N pertenece a BC y P a. A'C'. '

3.2 El punto N pertenece a AC y A'C', el punto M perte-

nece a AB y el ‘punto P pertenece a B'C'. Este caso coincide

con los siguientes : el punto P perteneec a BC el punto M a A’ A'B

y el punto N a AC y A'C. El punto P pertenede a BCy BC,

el punto N pertenece a AC y el punto M pertenece a A'B'. El
punto P pertenece a BC y B'C/, el punto M pertenece a AB y
rel punto N pertenece a AC.

4° M pertenece AB, N a AC Yy la recta r es exterlor a
A'B'C. Este caso coincide con 105 siguientes :, M pertenece a

N\
AB, P pertenece a BC y r es exterior a A'B'C’. M pertenece a -

AN

AB’, N pertenece A'C' 'y 7 es exterior a ABC. M pertenece a

AN
A'B, p pertenece a B'C' y 7 es exterior a ABC.

5° N pertenece a AC, P pertenece aBCyres exterior - a

“A"B'C'. Este caso coincide con el sxgulente N pertenece a A’ C
AN
P pertenece a BT yi 7 es exterior a ABC
AN
6.° 7 es exterlor a ABC y ABC

s -
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1. Entre los puntos A, A y R pueden existir las 51gu1entes
relacmnes 1) (AA'R) (*), 1,) (A’AR), 1,) (ARA"),
1) De las relaciones (AA'R), (AMB) y el 4.° postulado de
den (**), resulta (en la trildtera {ABRY}) que, (B'BR).
-1,) De (A’AR), de (AMB) y de O, resulta, en la trildtera
{ABR}, que (BB'R).

- 1) (fig. 1) De (ARA’) resulta que R y A’ estdn en el mismo
semiplano =’ respecto de AB ; -por otra ‘parte, de (B’ MA) resulta,
que B’ y A’ estdn en dlstmto ‘semiplano respecto de AB, luego
B’y R estén en distinto rayo de origen Be. e. se verificard (B BR),
pero, como la recta. A'B’ corta al lado AB de la trildtera {ABR¢}
en un punto-intérior-y no corta al lado AR, cortar4 a BR en un

" punto interior, tendrd, por tanto, dos puntos comunes con esta
recta y coincidird con ella; luego M coincidird con B y; A’ con

" R; la recta 7 pasa por un véttice (B) de ABC; luego si no co-
;inc1de con BC, cortara al lado BC tinicamente en B y, por tan-
to, MEP, resulta de aqui que B'C’ coincidird con B'A’ y que el

-~

+ Figura 1 . Figura 2

triangulo A'B'C’ no existe ; luego r debe coincidir con BC; el
~ punto N de interseccién de 7 con A’ C" pertenece a“AC, y si esta
recta es distinta de BC, resulta que N=C y resulta que CeA'C'=
=RC,, y el teorema estd demostrado ; luego excluiremos este
caso. _
2.° En este caso B’ estd en distinto semiplano que A" vy C
respecto de la'recta 7, y lo mismo sucede a A respecto deBy C.

!

(*) Con 1a riotacién (AA'R) indicamos que el. punto A' estd entre A y R.
{(**¥) A este: postulado lo representaremos también por O,. Véase: Hll-
bert : Grundlagen der Geometnie, pag: 5.2, 4. edicién. ~
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~ Como en, el caso-anterior, pueden presentarse los siguientes sub--
,casos: 2,) (fig. 2) (AA'R), 2) (A’AR) y 2) (ARA).
En el caso 2,) resulta, como antes, que (AA'R) y. (B’ BR)
~ En el caso %) se verifica (A'AR) y (BB'R).

' En el caso 2) resulta, como en ‘el caso 1), que B= =M y
A’z R,\51 7 no coincide con BC, resulta que MZ=P; luego,
B'C'=B!A’ ¥ no existiria tridngulo ;' por tanto, 1—BC luego
C=N, y estamos exactamente en el caso 1,). R

3.° En este caso no pueden verificarse simultdneamente las
relaciones (AA'R) y (BB'R), analogamente, tampoco pueden veri-
ficarse las relaciones (A’AR) y (B'BR). En. efecto: si fuese

(AA'R) y (BB'R), la recta- A'B’ no podria cortar al lado AB del
triangulo ABR ni la AB pedria cortar al lado A'B’ del tridngu-
lo RA'B’, luego M no podria ser 1nter10r ni a AB ni . A'B’, en
contradxcctén con la hipdtesis. -

Si MsAB la recta A'B’, por cortar al lado AB, de la trllatera
{ARB}, cortard por lo menos a otro;.si pasase por R seria
A'=B’, luego sbélo corta a uno de los otros dos lados, si corta

al AR se verificard 3,) (fig. 3) (AA'R) y (BRB), y si corta al RB,

o

‘ \\p/l - _ \IA

! ‘ Iy R, BN
'-\.M ' / : 3 )
) ’ﬁ'A': .

Figura 8 - o Figura 4

serd 3,) (fig. 4) (ARA) y (BB’ R) En la hlpote51s de que M per- .
tenezca a AB’ serd: 3) (A AR) y (BRB) 6 3,) (ARA) y
(B'BR) Ahora bien’, en la hip6tesis de que McAB, resulta que
P;B'C/, luego C' estd en distinto semiplano respecto de R que

A'y B'; sise verifican los casos 3,) 6 3y), A"y B’ estan en el
- mismo semlplano respecto de 7 y en distinto que C'. Si se veri-
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fican los subcasos 3,) 6 84), A y B estén en el mismo semiplano
tespecto de’r y en distinto que C. , : ’
42 ST MeAB, obtenemos los 'mismos subcasos anteriores :
4) (AA'R) y (BRB'). 4)) (ARA’) y (BB'R). Si 7 es exterior a
ABC, obtenemos: 4,) (A'AR) y (B'RB) y 4,) (A’ RA) y (B BR)

AN .
5.°% Si.r es exterior a A'B'C', deja a Ay B -en el mismo

semiplano y a C en distinto ; como se comprueba féc}lmente (fi-
gura 5), pueden presentarse los siguientes subcasos: 5,) (RA'A) .
v (RB'B). 5,) (RAA") y (RBB). 5) (ARA") y (BRB').

Si 7 es exterior a ABC, A’ y B’ estdn en un mismo semi-
plano respecto de 7 y en distinto que C', y se pueden presentar
los siguientes subcasos® 5;) (RAA') y (RBB) 5) - (RA A) y .
(RB'B). 5,) (ARA) y (B RB). .

AT e / f\"

Figura & o T o Fiéyru 6

6.° En este caso pueden presentarse los siguientes subcasos :
6,) (RA'A) y (RB'B). 6,) (RAA") y (RBB/). 6,) (ARA") y (BRB').

Procederemos ahora del siguiente modo: por la recta 7 tra-
. zaremos un plan6 ¢ distinto de =, y en él tomaremos un punto X
no incidente con 7.

En el caso 1,) en que se ver1f1ca (A’ AR) y (BB’ R), al punto
X le llamaremos A" y en la recta A'A" tomasemos un punto Q
no-incidente con = ni con g, tal que (A"A'Q); por estar B’y C"
en distinto semiplano que A’ respecto de 7, estan en distinto semi-
espacio respecto de g, y en_ virtud de la relacién (A"”A’Q), resulta '
. que Q estd en distinto semiespacio que B’ y C’ respecto de o,
luego, los segmentos QB y QC’ cortan a ¢ en puntos B” y C",
e.e. (QB"B’) y (QC"C’). Resulta inmediatamente que las rectas

A
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A”B", A”C" y B”C” pasan por M, N y P, respectivamente, y
que {A”B"C"} es un trivértice. Por tener las rectas AB y A”B”
un punto comdn M, .definen un plano vy, anélogamente AC y
A”C” definen un plano ﬁ y BCy B”C” un plano @ €.€.

“A,B A" Bt ) anf=CC" )
A,C,A",C" e de aqui resulta que an7=BB" 5 Q)
B, C7B”7 C'ea . o . C $GT=AA" .

Por ser {ABC} un trivértice, las rectas CC”, BB” y AA” no .
estén en un plano ; tampoco pasan por Q, pues si, por ejemplo,
- AA” pasase -por Q, A coincidirfa con A’ en contradiccién -con
la hipétesis, luego cada una de ellas de ellas determina con Q
un plano ; llamemos o’ al plano definido por QAA”, g’ el definido
por QBB”, " al definido por QCC” ; resulta, por tanto, que ~

A A A" Qe
B,B,B", Qef
G, C, 0", Qey ) !

v

y de’las dos. primeras relamones ‘anteriores se deduce que Reo/,

RsB s luego |

“of =QR ,
. - ' AN

- Ahora bien ; en el plano o estan contenidos el tridngulo RQA”

y la recta AA”, y como esta recta_no pasa por ningtn vértice

de aquél y se verifica (A'AR) v (A”A Q), resulta que el 4.° pos-

tulado de orden que Ta recta AA” corta al lado RQ en un punto

V. En el tridngulo ROB’ cortado por la recta BB” obtenemos,

en virtud de las relaciones (QB”B) v (BB’R) v del mencionado
postulado,. que dicha recta corta al lado RQ’; por otra parte, las
rectas AA” y- BB” pertenecen al plano v; si este plano. pasase
. por Q, las rectas AB y A'B’ Qommdlrlan y tendriamos un caso
. trivial, podemos, por tanto, suponer que esto no sucede, y en
tal caso, y cortard a QR en un tnico punto, luego BB” pasa
‘'por V ; ahora ‘bien, de aqui y de (1) resulta que V pertenece a
any ya Bov, luego pertenece a « ¥ afy, por tanto, aao =CC"'
“esto-es, CC” pasa por V, luego v contiene a’QR vy, por tanto,
CC’ pasa por R.. : ‘

_En el caso 1,), al punto X le llamaremos A’y tomaremos Q&

;' oy
. )
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en la recta AA”, de modo que (A"AQ) proyectareiri,os desde
. AN
el trlangulo ABC sobre 5, sea A"B”C” el tridngulo proyecmén, ;

én virtud de las relaciones (AA'R) y (B'BR), obtendrlarnos, sin
mas que carnblar las letras acentuadas en letras sin acento, y re-
ciprocamente, €l mismo resultado, anterior.

En el caso 2,) procederiamos eéxactamente igual que en el 1,)-

En el caso 2), por ser P exterior al segmento 'BC, se 'verificard
(PBC) o (PCB). En e1 primer. caso, al punto X le llamarlamos

C”, y tomariamos Q de modo que (C”CQ), en el tridngulo PCC"
cortado por OB, en virtud de (PBC) y (C”CQ) resulta que BC
corta a'PC” en un punto B”; por otra parte, en el trléngulo/

. QB”C” y en virtud de (C”CQ) y (PB”C”), resulta (QBB") En
-la hipétesis (PCB) al punto X le llamarxarhos B”, tomariamos
Q de modo que se verificase (QBB”), y como en el caso ante-
rior, se demuestra que la recta QC corta al lado PB en un punto
C”, tal que (QCC”); en ambos casos procederemos ahora del
siguiente modo : proyectando desde Q el punto A sobre el plano
s, como A estd en distinto semiplano que C respecto de 7,.€esta
‘también en distinto semiespacio que C y-que Q respecto des oy

‘Iuego, el segmento AQ corta a's en un punto A", e. e. (AA”Q)

AN
- Ahora bien, en el trléngulo RQA cortado por la recta A’A”
-y en virtud de las relaciones (A’AR) (AA”Q) y del postulado O,,
resulta que la recta A’A” corta al lado RQ en un punto V. Ané-

N .
1ogamente en eI trlangulo RQB cortado por B'B” y en virtud

de (BB’ R) y (OBB”), resulta que la recta B’B” corta al segmento

RQ El resto de la demostracién es como en el caso 1,).

~3) (AA'R) y (BRBY). En este caso al puntc X.le llamaremos
-A”, tomaremos Q de modo que (A”AQ) v provectaremos desde
- AN

Q el tridngulo ABC sobre el plano s. El resto.de ]a demostracion
coincide con-la del caso 1,).
3,) (ARA’) y (BB'R). En este caso a X le llarnaremos Cc:,

tomaremos () de- modo que se venf;que cc Q) y proyectare-

mos desde Q el trlangulo A B C' sobre ¢ ; se verificard (A’A"Q)
' N\ ;
y (B'B”Q). En el tridngulo A'RQ en virtud de (A’A"Q) y (ARA’),
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- resulta que la recta AA" corta al lado RQ y en el tridngulo B'RQ,
en virtud de las relaciones (B'B"Q) y (BB'R) resulta que la recta

BB"” corta al lado- RQ. Por lo dem4s, la demostramén es analoga
a la del caso 1,).
30) ¥ 3a) Estos casos se obtienen de 3 ) y 3,,), _respectlvamenhe

AN

- sin més que cambiar entre si los papeles de los trxangulos A'B'C'
AN , ,

y ‘ABC. o . ' AN

En los casos 4)1) y 4b), en que 7 €s exteriora A’'B'C’, tomaremos

X=A"y Q de modo que (A'A’ Q), proyectaremos A’ B C' "desde
Q sobre s, y resulta inmediatamente que se verifica (B'B"Q) y
{C'C"Q); en virtud de las relaciones 4,) y 4,) se termina da de-
mostracién como en el caso 1p). ‘ '

" Los casos 4,) y 4, se tratan conio los 4,) y 4), sin mas que

N N
cambiar entre si los papeles de los tnéngulos ABCy ABC.

/\
En los casos 5,,) y 50), proyectarfamos el tridngulo ABC
sobre ¢ tomando XEA" y (A'A"Q).

i

.En el caso 5,,), tomariamos X=C

AN .

desde Q el trizngulo ABC sobre s. El resto de la. demostracién
-como en el caso 1,).

Los casos 5;), 5.) ¥ 5f) se obtienen de los 5.), 5u) ¥ 5ec) | respec-

JAN AN
© tivamente, sin mds que sustityir el tridngulo A'B'C’ por el ABC

y (C*CQ) ; proyectariamg:s’

En los casos 6,) y 6,) proyectariamos el tridngulo A’ B'C’ y
’ N S
en el caso 6,) el trléngulo ABC. c.q.d.

AN AN
“TEOREMA 2. (Recxproco del anternor) Si ABC y A'B‘'C’ son
dos tridngulos de un plano =, que no tienen ningun vértice co-
min, tales que las rectas AA!, BBy CC' concurren en un punto
R, Ias rectas, AB yy A'B’ y AC 'y A'C' se cortan en puntos M y
N, reSpectivamente, y la recta BC corta a la recta ¥=MN en
un punto P, entonces la recta B'C’ pasa por P. )

Demostracién.—En virtud de la hipdtesis, se verifica que los

VANNENEVAN
trigngulos’ BB'M y CC'N son tales que las rectas BB' -y CC' se

i
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cortan en R, las BM y CN en A, las BM. y C'N en A’ y estos
tres puntos A, A’, R estdn alineados; ademés, las rectas BC y
MN se cortan en P, luego por- el te\orema antenor, B'C’' pasa
por P.. ¢c. q. d.

.. Definicién 1.—Dos tridngulos en las condiciones de las hipé-
tesis del teorema 1, -diremos que son homolégicos ; al punto R
le lamaremos centro y a la recta 7 eje de la homologia.

Notaciones.—En lo que sigue emplearemos las notaciones si-
‘guientes: 1. Les rayos los representaremos por letras mintscu-
las acentuadas ; al rayo opuesto a un rayo h', lo representare-
mos por h'. Al rayo de origen A que contiene al punto B lo
representaremos por TAB al rayo de origen A que no contiene

a B, lo representaremos por — TAB 2. Al.4dngulo convexo de-

'

/

finido por los rayos h' y k' lo representaremos por K,k
N /\

Lema 1.—Si ABC y A'B'C’ son dos trléngulos de un plano

tales que las rectas AB y A'B’, BC'y B'C' y AC y A'C’ se cortan
en puntos M Py N respectwamente, de una: recta 'r, se puede

N
determmar otro trisngulo A'B"C"” homoléglco con A—§C y con
AN . .
A'BC respecto de la recta r como eje de homologia.
Demostracidn. — Distinguiremos los siguientes casos: 1.
(MAB) y (MA'B’). Sea h una recta que pasa por M que tiene

1. . ' I4 / r :
un rayo-h' interior al angulo t MA, ! MA', Tomaremos un pun-
to A” en h'. Distinguiremos ahora los siguientes subcasos: 1,)
(MNP); en este caso tomaremos un punto 'B” en h';.en el

_ trlangulo B"MP se verifica (MNP) y (B”MA"), luego la recta

A"N corta a’B P en ‘un, punto que Ilamaremos C”. Por otra
parte, en el triAngulo B“MB se vérifica (B"MA") y (MAB), lue-

go la recta A”A corta al lado B”B en un punto R ; y en el

. triéngulo B"\/IB' se verifica (MA'B) y (B“‘VIA“), p0r tanto, la -
recta 'A'A” corta al segmento B'B” en un punto R,. :
1,) (MPN). En este caso es completamente analogo al an-
terior. .
1) (NMP). En la recta NA tomaremos un punto C", tal
que _(C”NA” ; de esta relacién y de (NMP), resulta que M és

LS

;
o
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interior al triAngulo A"C"P y, por tanto, la recta MA" corta’
al lado C"P en un-punto B”, tal que (B"MAY). De esta relacién. -
y de (MAB), resulta qu ela recta AA"” corta a ila BB" en un pun-
to R,. Andlogamente, de (B"MA”) y (MA B’) resulta que A'A”
corta a B'B” en un punto R}.

2. (MBA) y (MA'B’). En este Caso tomaremos h'y A” en
las mismas condiciones que en el caseo anterior. Distinguiremos -

también los tres subcasos siguientes:.2,) (MNP) y 2,) (MPN).

" En estos dos casos se construye el triingulo A"B”C"” del mismo

' modo que en los casos 1,) y 1,) respectlvamente En el trlangulo
N
 MAA"” en v1rtud de las relaciones (MBA) y (A"MB"), resulta

que la recta BB” corta al segmento AA” en un punto R,. En
el tridngulo MB'B"”, en virtud de las relaciones (A"MB") y

(MA'B’), resulta que la recta A A'" corta al segmento B'B” en un
punto R , -

.10) (NMP). Este caso’es completamente andlogo al 1,). _
. 3. "(AMB) y (MA’B’). Sea k' un rayo de origen M, tal que,

. . SN
el rayo 1 MA sea interior al 4ngulo &', 1MA'. 8,) (MNP);
maremos’ en k' dos puntos A" y B” tales que (MB"A") ; en el

tridngulo MB ‘P, en v1rtud de las relac10nes (MNP) y (MB"A"),
resulta que la recta AN corta al segmento B"P en un punto C".

I . /\
En el tridngulo AA”M, y en virtud de las relamones (A‘VIB) y
(MB"A "), resulta que la recta BB corta al segmento AA” en

- un punto R En el tridngulo MB B”, v en virtud de las rela-

- ciones (MAB) y_ (MB"A"), resulta que la recta A’A” corta al
segmento B'B” en un punto R,. . :
3b) (MPN). En b’ _tomaremos el punto A"y en Ia recta NA"

AN
un punto C" tal que (C"A"N) en el trlangulo A"MN, en virtud

. de las relaciones (MPN) y (C”A"N), resulta que la recta C'P

corta a MA” en un punto B”, e. e. (MB"A"). El resto de la de-
.mostracidn es como en el caso anterior.

32 (NMP) En un rayo h' de origen M, tomaremos A” y -

- ’ . '
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’ ' 2N :
B de modo que (\IIB"A") ; en el triangulo NA"M, en virtud de

(NMP) y (MB” A"), resulta que "PB” corta a A”N en un punto
C". El resto de 'la demostracién es como en el primer caso.
<, 4. (MBA) y (MB’A’). Coincide con el pnmer caso, sin mas

que camblar A por By A" por B : ,
- (AMB) y (MB'A’). Tomaremos dos puntos A" y B" ali-
neadOS con M y tales que (MA"B"). Por lo dem4s, este caso co-
incide con el tercero. , ' N .
6. (MAB) y: (A'MB'’). Este caso'coincide con’ el tercero sin

\més que cambiar A por A’y B por B'. -~ ‘

' (MBA) y (A'MB’). Mediante la sustitucién indicada en
el caso anterior, coincide con el quinto.
8. (AMB) y (A'MB)/). 8,): (MNP). Tomaremos dos puntos
"y B” alineados con M, tales que (MA”B”) En el tridngulo
/ AN
MA”N resulta que la recta PB” corta a A“N en un punto C".

8,) (MPN). Tomaremos A" y B” alineados con M y tales
que (MB"A"). ‘

8.) (NMP). En este caso tomaremos (MA”“B"). En los tres
subcasos del caso octavo se demuestra sin dificultad que las rec-
tas AA"” y BB" se cortan en un punto R,y las rectas A’A” y

B’B’'s e cortan en otro punto R c. q. d.

- TEOREMA 3.—(De los’ cuadrlvertlces homolégicos).—Si ABCD :

-y AB'C'D’ son dos cuadrivértices de un plano, tales que los

puntos
‘=ABOA'B', 2=ACnAC, 3=ADoATD,
> 4=BCoBC, 5=BDoBD

v

estdn en una recta 7, y la recta CD cotrta a 7 en un punto 6,

. recta C’'D’ pasa por 6.

Demostracién.—Si las rectas AA’ ¥y BB no se cortan, podre-
mos determinar un trivértice A”B”C”, tal que A”B” pase por 1,

- A”C” por 2 y B”C” por 4, que las rectas AA” y B”B se corten

en un punto R, y las rectas A’A” y B”B” en un punto R,. Ahora
bien, en los casos: 1,), 1), 2.), 2, 8.), 82), 4), &), 5., 52), 6.), -
6), 7., 7o), 8), 8), 8), se determinan los,puntos A” y B”, con
la-dnica condicién de que entre ellos y el ‘punto M se verifique

. una relacién d ecestar entre», en todos estos casos podemos afia-'

dir, por ‘tanto, la ‘condicién de que las rectas A”3 y.B”5 se

!
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corten en un punto D”. Examinemos ahora los casos restantes del
lema anterior: 1.° (1BA), (1A’B’) y(214). En este caso hemos
fijado A” y B” de.modo que se verifique (A”MB”) y que las
rectas 2A” y 4B” se corten en un punto C”, podemos, ademds,
exigir que se corten las rectas 3A” y 5B” en otro punto D”. En
.efecto, si 1 es exterior al segmento 35, esto serd siempre p051ble 3
en ¢aso coptrar_lo, e. e. si se verifica (3, 1, b), puede suceder
que los pares de puntos (3, 5) y (2, 4) se" separen O no se sepa-
ren. En el primer caso distinguiremos los. siguientes subcasos :
1,) (fig. 6) (32154). En este caso trazaremos por 4 una recta m
distinta de 7, tomaremos dos puntos C” y B” de esta recta, tales
. que (B”4C”), la recta B"1 cortar4 al segmento .2C"” en un punto
A%y la recta 3A” cortaré ala recta B"5 en un punto D” interior

al trléngﬁld 24C” o
1,) (52134) (f:g. 7). En este caso tomaremos un punto B” no
situado en la recta 7.y en la recta B”4 otro punto C” tal que

-.'\.VB.“ - | , \‘

Figura 7 . ) Figura 8 -

(B”4C”) y en virtud de (214), resulta que,2 y C¥ estdn en distinto
~semiplano respecto de B” 1, luego, esta recta cortard al segmento
2C” en un punto A” y se verificard (B”1A”), si la recta A”3 cor-
ta a la recta B”5; al punto de interseccién le llamaremos D”,
en caso contrario, tomaremos un punto D” en la .recta B”5 tal
que se verifique (B”5D”), de esta relacién y de (513) resulta que
la récta B”1 cortaa D”3 en un punto A,”, evidentemente (B”lA’)).‘

'
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Si fuese (1A”A,”), el rayo. 18A” seria interior al énguloéé'\Al’.",
y Por tanto; cortarfa a 5D" ; luego, serd (1A,"A"), y el punto A" .
ser4-interior al tridngulo 24C”, y el rayo 1.2A,” cortar4 a 4C7 en
un puntd C,”. El cuadrivértice {A,”"B”C,”"D"”} resuelve la cues-
tién. - . :

i) (84152) (fig. 8). Sea A” un punto no incidente con la -
recta 7, C” un punto de 2 A" tal que (A”2C”), la recta A" 1 cor-
tar4 al.segmento 4C” en un punto B”, i la recta B“5 corta a la
A”3, al punto de interseccién le*llamaremos D”, en caso contra-
rio, procederemos. de v,r,n(':;do analogo al caso anterior.

1,) (54132). Este caso es analogo al-1,).

1.) (35) y (24) no se separan y. se vérifica (32-145) (fig. 9). To-
maremos un punto A” no incidente con 7, y en el rayo t A”8 ur

[} .
V.

Figura 9

' punto X tal que (A”8X) ; el segmento X4 corta a los rayos { A”2 '
'y 1A”1 en puntos C” y B”, la recta 8B” cortard al segmento
X3 en un punto'D”. ‘ ] ' -
1,) =~ (84125) (fig. 10). Tomemos un punto A” no incidente
con 7, y en'A”3 un punto D7, tal que (D”3A"), el segmento D”5
corta al rayo 'A”1 en un punto B”. Si la recta B4 corta a la
A9, al punto de interseccién le llamaremos C”, en a0 contrario,
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fomaremos en A”2 un punto C” tal que (A”2C”); el segmento’
4C” cortar4 al. 1B” en un punte B,” y el rayo 15B,” cortars al

Yald terln? n oy .
segmento 3C” en un punto D,”. El cuadrivértice { A”B,"C"D,"}
tesuelve la cuestién. o ' :

Jo o

\

L \3/.’—
—— S
0/ . ! N

Figura 10

1) ‘(23154) (fig. 11). En la recta A”2 tomaremos un punto X

tal que (A”2X), el rayo 1A”1 cortard a X5 en un punto B” y el

‘rayo 1 A”8 le cortara en D”.; la recta B” 4 corta a X2 en un pun-
10 C7. : . ' :

~

’ ‘

- : . Figura 11

1,) (52143) (fig. 12). Tomaremos (A”3C”) y definiremos B” =
=5D"6 1t A”1, si la recta B”"4 no corta a la A" 2, tomaremos en
£sta un punto C” tal que (A”2C").

Vamos a ocuparnos ahora del caso correspondiente al 8,) del
lema anterior. ' C

2) Tomaremos un punto A” no incidente con 7; en virtud
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de la relacién (142), tom‘ai'emos en A”2 un punto C”, tal que
(A”2C") y la recta C"4 cortara al segmento 1A” en un punto B
y serd (1B”A”); si B”5 corta A”8, al punto de interseccién le:
llamaremios D”, en caso contrario, el punto 5 pertenecerd al seg-
mentc;’1_3,' y entonces tomaremos un punto D” en la recta A”3,
~ tal que se verifique que (A”8D”), la recta D”5 cortard a 1A” en
un punto B,” del segmento 1B”; pues, si B,”:B7A”, el ra'yo

: S T - )

— 15B” seria interior al 4ngulo - {5B”, 153 y cortaria al seg-
mento 3D”; luego’sé verifica (1B,”B”A”) 'y, por. tanto, la recta-
Bi"4 corta a A”C” en un punto C,”. El cuadrivértice {A”B,”
C,”D”} resuelve la cuestiéri en este' caso. '

/ ' e \l/Aol

Figura 13 /

"Los otros casos se reducen a éstos mediante un simple cambio

de letras. '
El cuadrivértice {A”B"C”D"} que acabamos de construir, es
tal que las rectas A”B”, A"C”, A"D”, B"C" y B"D” pasan por
1 2, 3, 4, 5, respectivamente, las rectas AA” y BB” se cortan en
un punto R, y las A’A” ¥ B’B” en otro'punto R,. Los tridngu=

: AN N
los ABC y A”B"C”, son homolégicos y, por tanto; la recta CC”
AN AN
pasa por R, ; andlogamente, los tridngulos ABD y A”B”D” son
homologlcos, luego la recta DD” pasa por R,, resulta,”por tanto,
N N \

que los tridngulos ACD y A”C”D” son tales que las rectas AA”
CC” y DD” pasan por R, las rectas AC y A”C” se cortan en 2,
las rectas AD y A”D” en 3 y la recta CD corta’a. la recta r=12
- 3

A
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en 6, luego (por el teorema 2), C”D” pasa por 6. Las mismas
relaciones existen entre {A”B"C"D"} y {A’ 'C’D’}, ,luego la

" recta €'D’ pasa por 6. -c. - d..

’

2. OPERACIONES CON LOS PUNTOS DE UN SEGMENTO ‘ABIERTO

i

.

En lo que sigue consnderaremos una recta 7 fija y; un segmen-

to T de la misma ; llamaremos O a un_ punto interior. al seg-
mento qué supondremos fijo en todo lo. que sigue. Llamaremos
1 a un punto que no pertenece a la recta r ; al conjunto de todos

los puﬁfos de los segmentos —I1, 11 lo -represeﬁtaremos por .
En el segmento Ol ‘tomaremos un punto 2 interior al mismo; -

al punto de interseccién de 12 con 1—1 le llamaremos Py al pun-
to de 1ntersecc1én de —I2 con 11 le llamaremos 0. :
Defzmcwn 2.—Dados dos puntos A y B 1nter10res al seg-

mento —I1, llamaremos suma dé A 'y B y la representaremos
por A!—kB al punto del segmento —IT obtenido mediante la cons-

truccién 51gu1ente :a)SiB pertenece ‘al segmento OI umremos A

P/\%}Q\Q

\\\\;

I , B, O BABA Ab

- - Pigura 18 '

)
'

A: con 1 y cortaremos por el segmento [P, a este punto de inter-
_seccién le llamaremos 3.b) ; si B pertenece a —I0O, llamaremos

3 al punto de interseccién de IA con el segmento —I1Q. ‘El |
punto B se une con 2 y se llama 4 al punto de interseccién de B2

‘coni. La recta 34 corta al segmento I en el punto A+B.

~ Para justificar la posibilidad de esta definicién demostrare—»'
mos el 51gu1ente '
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TEOREMA 4—-—La recta 34 de la definicién anterior corta al
segmento —II. ,

Demostmcwn ——Dlstmgulremos los 51gu1entes casos: 1.° A'
- v B pertenecen a OI. En este caso el segmento 1A corta al 21
en un punto 3; la recta B2 corta al segmento P1 en un punto 4.
De las relaciones (—IP4) y (P8I) se deduce que la recta 34 corta

: —_ AN
al lado —II del tridngulo —IIP.

.22 A:OI, Be—IO. El segmento 1A corta al Q2 en un punto
dyla recta B2 corta al segmento 1Q en un punto 4. En el tri-

4dngulo —IQI en’virtud de las re1a01ones (4QI) y (—I3Q) resul-
ta que la recta 34 corta al segmento —II y, ademas que el punto
Al+ B pertenece al segmento BA.

8.° Ac—IO, B:OI. El segmento AT corta al IP en un punto
8yla recta B2 corta al segmento P1 én un punta 4; de las rela-
ciones (—IP4y (P3I), resulta que la recta- 34 corta a —I1 y que .
- A+ B estd entre Ay B, '

4.° Ae—IO B«—I0. El segmento Al corta al —IQ en. 3
y la recta B2 corta a 1Q en 4. De (~—I3Q) v (4QI) resulta que
43 corta a —I1.

TeoreMa 5.—(Propiedad’ unjforme). La suma de ‘dos puntos
no depende de los puntos aux111ares 1 y 2. -
\ Demostracion.—Sea C el punto obtenidé como suma de A y B

mediante los puntos auxiliares 1 y 2; llamemos 3 y 4 a los pun-

tos que asi hemos llamado en la defmlcu"m 2. Sean 1" y 2" otros
" dos puntos aux111ares y 8 y 4 los puntos construidos en la
definicién 9 para sumar A y B mediante 1’ y 2. Los cuadri-

vértices {1234} y {1'2'8'4’} son homolégicos y, por el teorema
3 la recta 8’4’ pasa por C. c. q. d.

4

TEOREMA 6 ~—Las ecuaciones Ai+X=B y X+ A=B, en don-

de A y. B son dos puntos cualesquiera del segmento abierto- —I1
tienen siempre solucién dnica.

Demeostracion.—Para cada ecuamon hay Yjue dlstmgmr los
siguiéntes casos: 1.° (OABI); 2.° (OBAI); 3.° (BOAID; 4.°
(AOBI); 5.° (—IABO); 6.° (—IBAO). : ‘

1° (OABI). Para la primera ecuacién se procede del si-
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' gu1ente modo » se llama 8 al punto de mtersecmon de 1A con P )
y 4 al punto de interseccién de B3 con —I1; el punto X de

interseccién de la recta 24 con e, segmento —TI, que evidente-
mente existe y'es tnico, resuelve la. cuestién. Para la segunda

ecuacién se llama 4 al punto de interseccién de’ A2 con —Il
8 al punto de interseccién de 4B con IP y X.al punto de intei-
seccuﬁn de 18 con —II.

i (OBAI). Se llama 3 al punto de interseccién de 1A con
~IQ, 4 al punto de interseccién de B3 con 1l y X al punto.

de interfseccié‘n de 24 con II. Para la segunda ecuacién se
llama 4 a‘lpunto de interseccién de A2 con —I1; 3 al punto de

interseccién de B4 con 1P y X al punto de interseccién de 13
con —II, ' -

3. (BOAI. Para la primera ecuacxén se llama 3 al punto
- de interseccién de 1A con —T1Q; 4 al punto de interseccién de

B3 con 1I y X al punto de interseccién de 24 con —II. Para la
segunda ecuacion s llama 4 al punto de interseccién de A2 con -

/ ‘—Il 3 al punto de interseccién. de B4 con 1P y X al punto de‘

interseccién .de 13 con —II. .
4°  (AOBI). Para la primera €cuacién se llama 3 al’punto
de interseccién de 1A con PI; 4 al punto de interseccién de B3 -

con —I1 y X al punto de interseccién de 24 con —II. Para la-
segunda casacién se llama 4 al punto de interseccién de A2 con

—T1; 3 al punto de interseccién de 4B con ——IQ y X al punto
- de interseccién de 18 con —II.

52 (ABOI) Para la primera ecuacién se llama 3 al punto
de interseccion AT con IQ; 4 al punto de interseccion de B3

con —I1 y-X al punto de inters‘eccién‘ de 24 con —I11. Para la
Segunda ecuacién se llama 4 al punto de intersecciéon de: A2-con

1T; 38 al punto de “interseccién de B4 con IP y X al punto de
1ntersecc1on de 13 con 1. ,

‘ (BAOI). Para la primera ecuac10n se llama-$ al punto _
de interseccién deé Al con —IQ; 4 al’ punto de interseccion de:

B3 con Il y X al punto de 111terseC(;1on 24 con —,—II. Eara la’
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:cgunda ecuacion, "se llama 4 al punto de. 1ntersecuon de A2
con I1; 3 al punto de interseccién de 4B con —-IQ y X al punto,
de interseccién de 18 con —II. .
La congtruccién da en cada caso un punto X tnico.
Corolario.—Si A es un punto cualquiera del segmento abier—

to —11, existen dos elementos perfectamente determinados, que
representaremos por —A y A/, tales que (—A)+ A=0y A+ A'=0.
Al elemento —A le llamaremos opuesto de A por la izquerda y
al elemento A’ opuesto de A por la derecha.

TroreMa 7.—El elemento opuesto por la derecha de todo ele-

mento coincide con su opuesto por la izquierda.

- signo — delante, y les llamaremos negatxvos

" Figura 14

Demostracion (fig. 14).—Para determinar el punto —A proce-
deremos del siguiente modo: llamaremos 4 al .punto de intersec-

-cién de A2 con —I1 ; 3 al punto de interseccién de O4 con IP

o con -IQ, segun que A pertenezca al segmento Ol o al —IO,
respectivamente ; —A serd el punto de interseccién de 13 con

=11. Por otra parte, llamaremos 8 al punto de interseccién de
1A con —IQ o con IP, segin que A pertenezca al segmento Ol
o0 al —IO, respectivamente ; 4’ al punto i o O3’ ; el punto de in-
terseccién de 24’ con —I1 ser4 el punto A’. Los cuadrivértices

{1234} y {214’83} son homoldgicos, luego —A coincide con
A’. La demostraci()n anterior establece también que si A pertene-

ce al segmento OI, su opuesto pertenece al —I0O, y reciproca-
mente.

- A los puntos del segmento —IO los representaremos con el

" Del teorema anterior resulta que —(—A)=
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) TEOREMA 8.—La propledad conmutativa es véhda para la adi-
cién de dos puntos de signo distinto y no lo es para la adicién
de puntos del mismo sngno ' ’

/

’1
,, 4
a ‘v I}Q
| N / I \ .
N o I_I B o AQB A I

Figura 15

. Demostracion.—12 (fig. 15). A+(=B)=(—B)+A. La de-

mostracién es completamente ané,loga a la del teorema anterior.
2° Sean A y B .dos puntos del segmento OI; llamemos: 3

al punto de interseccién de Al con IP; 4 al punto de’ intersec-
cién de B2 con l(T—T); 8’ al de interseccién de 1B con IP y 4’
_;'11 de interseccién de A2 con —I1 ; Ai+B ser4 el punto de inter-
sedcién de 34 con —IT y Bi+A el punto de interseccién de 3’4

con —II. Demostrar que estos dos tltimos puntos coinciden equi-
vale a dernostrar el teorema de Pascal, y este teorema, como es
sabido, no es consecuencia de los postulados de incidencia - y

© orden

" TEOREMA 9 —Entre los puntos del segmento abxerto g se

verifican las siguientes relaciones : 1.* (A'+B) +C A+(B+C);-

ST AL AB (ABNC I
B+« A{BC)

Figura 16
2* (—A—B)—C=—Al+ (—B—C); 32 (A—B)—C=A+(—B—C);
42 (—A4BY+C=—Al+(B+C); 5 (A+B)—CHA+(B—C);

il
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6.2 (—A—-—B)+C:l:——A+(—B+C) 7.2 (A—-—B)+C:|:A+ (—B+C)
8.* (—A+B)—C+—A 4+ (B—C). (En donde las letras sin signo
‘Tepresentan puntos del segmento abierto Ol, y las letras con sxg—
no —, puntos del segmento abiertor ——IO y por A———B represen-
'tamos Ai+(—B).) : !

Demostracion (fig. 16) 1° A, B, C, :OlI. Como siempre,
pondremos: 3=1Ao IP 4=9B »n -1, A+B= 34 o —II. Para
sumar A+ B con C, 'tomaremo‘s como punto 1’ el punto 4; y como

- punto 2 el punto 406 IP; entonces , 3=8, £=2%Co —I1 ¥
(A+B)+0=384 o —II. Para sumar B y C tomaremos como pun-
‘tos auxiliares Jos 1"y 2 el punto 3"=1Ba [P coincide con 2;

. al punto C2 o —I1 le llamaremos 4’, entonces B4+ C=24 o —II.
Para sumar A y B+ C tomaremos como puntos auxiliares 1 y 2;

entonces 37=8 y 4"=4/, luego 3”'4”’% 4’2 y, por tanto,
(A1+B)+C Ai+ (BI+C).

Anélogamente se. demuestran los casos 2 °, 3.2y 4.°

1

4,

Figura 17

5 (fig. i'})i Por gl teérfnea 8‘ se verifica (As_‘-{-B)—‘—C =—C+
+ (A-II-B) y B—C=—C+B; por tantolppndremos‘3=1An 1P’
4=B26 —11;8=1C0 IP,4=2(A+B)s —I1, M=34'0 —I; B C=
=340 =I[ 4" =(B+0),2 a —I1;N=4"30n —II 8i M=N en el
eg(agono {M, 4, Ai+B, 4 B4-C, 4" M} se verificaria
- M4'a (B+0), 4=3 .
. 4, (A+B)o 4", §B+C)'=2
- : AA+B),404" M=3 )
'y como los puntos 3, 2, 8 estan allneados, se verificaria el teo—
rema de Pascal. En esta demostracién hemos supuesto que
B+C: Ol
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70" Si fuesé (A“-B)+C=A+(—B+C), resultaria
'~ (A—B)+C=(—B+A)+C=—B +"(A'+ C)=(A+C)=B
y o ) |
i A+(—B+C)= A'+(C—B),
luego ‘seria (A4 C)——B A+(C-|——B) ‘en contrad1cc16n con el
'5.° caso.

Los casos 6.°y 8.° son- completamente anélogos alos5.° yie
.respectlvamente.

’

¢

u A B AB IV

Figura 18

Multiplicacién (fig. 18).—Fijaremos un punto U del segmen--
to abierto OI al que llamaremos punto unidad. Tomaremos ade-
més un punto auxiliar M del segmento —I1. Dados dos puntos
-A. y Bdel segmento OI, llamaremos A’ al punto de interseccién.
" de MA con O1, A" al punto de interseccién de UA con. —lM
o con, MI, A" al punto de interseccién_ de A"B con el segmento
’Ol y A.B al punto de interseccién de MA™ con OI. ,

Se-ve sin dificultad. que los puntos A, A", A” y A.B exis-
ton siempre y son umcos Al punto A.B le llamaremos producto
de A por B. ‘

TreoreEMA (Uniformidad) ——El producto de dos puntos A y B .
del segmento abierto Ol es independiente de ‘los puntos 1 y M
elegidos para la construccién.

Démostracion —Sean M’ y 1 otros dos puntos auxiliares y =
“efectuemos 1a multiplicacién de A por B mediante ambos pares
de puntos auxiliares; llamemios A', A", A™, y C a los'puntos
obtenidos mediante la construccién anterior empleando los pun-
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tos auxiliares M y 1, y A, A", A" y C' a los puntos an4logos
en la construccién efectuada con los puntos auxiliares M’y 1'.
Los cuadrlvértlces MA A”A" y MAJA, ”A ” son homolégicos,
luego C=cC.
TeOREMA 11 (Propiedad asociativa). (AB) C=A (BC).’

“I "0 U ABC ABBC japc,  iv
S, . B . } Figura 19 - ’ .
Demostmcwn (fig. 19), —Para efectuar ‘el producto de A y B
. emplearemos los puntos auxiliares” M 'y ‘1. Para efectuar el pro-
ducto (AB) por Cyel A por (BC) emplearemos los mismos pun-
tos auxiliares mientras que. para efectuar el producto deByC
emplearemos los puntos 1y M'=A". La ‘demostracién es, por
Io demés, inmediata.

TEOREMA 12.—La propledad dlstrlbutxva no es vélida..

Jy — O UAC B B N
' . Pigura 20 -

- Demostracion (fig. 20).—Sean A, B y C puntos del segmento
Ol ; tomemos los puntos auxiliares 1 y 2 para,efectuar'la adi-
cién de B y C; pondremos 3=1B o 12, 4’=4—’Il o 2C, entonces
B4+C=3, 4 o —II. Tdmaremos como ‘punto M para efectuar la |
multiplicacién del punto —I1 e 21 y pondremos A'=MA o O1,

-

3

.
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A"=UA" o IM (0 bien A”"=UA'a —IM; segtin que UA' corte

a IM o a —IM, e. e. segun que AeUI 6 OU), supondremoS

. que se Verifica lo primero e. e. que A:UL.

Sea p un plano que pasa por r y distinto del plano = del
punto 1 y la recta 7 ; vamos a demostrar que existe en p un cua-
drivértice {1'2'3'4'} cuyos lados coftan a r en los puntos {—I, O,
C, B, B+C, I}, y que est totalmente contenido en el interior
de la regién angular convexa de lados t O y t OR, siendo el
rayo 1 OR un rayo cualquiera de p con &l origen O y no perte-
neciente a 7. En efecto, llamemos ¢ al plano definido por Ol y

el rayo t OR; ¢’ al semiplano de ¢ que tiene por arista la recta

que contiene a f OR y que no contiene al punto'l; o' al semi-
plano de la misma arista del plano p que -contiene-a I. Sea A%
un punto interior & la regi6n angular triédrica convexa dearis-

. tas t O, — 101, I'OR y proyectemos desde él el cuadrivér-

tice {1234} sobre el plano p, llamemos {1'2'3'4’} al cuadrivértice
proyeccién, este cuadrivértice esta contenido en la regién angular
convexa de lados 10OI, tOR y se verifica que 12" pasa por

-0, 1'8 por B, 1'4' por —I; 28’ por I, 24’ por C, 84’ ‘por B+C.

Proyectemos ahora el cuadrivértice {1'2'8'4’ % desde A" sobre ¢ y
ltamiemos {172"3"4" }-al cuadrivértice asf ‘obtenido, ' que esti con-‘

., tenido todo él-en la regién angular convexa de lados t O1, 1 OR.

Los puntos {0, B, C, B+C, I} se proyectan en puntos
{0, B, C, D/, 2} y‘el punto ~—I en un punto E’ interior al seg-
mento 91. Los lados del cuadrivértice {172"8"4"} pasan por
{E', O, B’, C', D, 2}. Al proyectar {172”3”4”} desde M sobre
¢ obtenemos otro cuadrlvértlce cuyos lados pasan por {0, AB,
AC, A (B+C), I} y.por el punto de proyeccién de E'; ahora:
bien, el punto de proyeccién de este punto no se proyecta sobre

- —1I, luego la propiedad dlstrlbutlva no es véllda

TEOREMA 13.—El producto de la def1n1c16n anterior no es
conmutatlvo

Demostmcion —Sean A y B dos puntos del segrn'ento Ol y

M el punto aux1har para la multiplicacién. Pondremos A’= MA&a .

01, A"=UA'e MI 6 —IM, A""=BA"a O1; AB= MA"™ &

~II; B'=MB o 01, B"=MIn UB, B”=01 a B"A, BA=
=MB"” a OL. - ~ '
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Si BAZAB el punto B" coincidirfa con A" y como los pun-
tos A", B’A’’ estan alineados, se verificarfa el teorema de Pascal
para el exdgono {M, A’ B, U, A", B}.~

TEOREMA 14.—Para todo punto B del seg'm,ento Ol y todo
punto A del segmento UT tiene solucién tinica la ecuacién

AXB

A3

y para todos los puntos Ay B del segmento Ol tiene soluc1én~
dnica la' ecuacién ’ . XA=B

-

Demosiracion. 1° (fig. 21). Sea A un punto de U, lla-
memos H y K a los puntos de interseccién de O1 con MU y m

Figura 21

réspectivamente, pondremos A'= MAnOl A"=Mia UA

.7 B'=MBa 01, X=0I0 A"B’. De esta ‘construccién y de la hxpc’)-
" tesis resulta que (HA K), (MA"K) y-(OXI).:
2.0 (fig. 292). Ay B son puntos cualesquiera de OI, 1 y M

~ tienen la significacién anterior. Pondremos: X''=0l1a MB,
"{ AX"'n MI ) M(——I), X'= UX"n 01, ‘( MX’nOI De




- K=0lo MI) 0 a —IM; en ambos casos el punto X' existe.y.

[}
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z

esta construccién resulta que: X" pertenece a MK (siendo

pertenece a OK: y por tanto existe X y pertenece a OI.
COROLARIO.—Si A es un punto del segmento Ul existe un

punto A,s del segmento OU que Ilamaremos inverso de A

por la derecha, tal que AAL =U y para todo punto, A de OI

‘existe un punto A , que llamarernos inverso de A por la de-

recha tal que A;A=Tk. g i

Definicion 3.—Si A es un punto positivo y B un punto ne-

gativo, llamaremos producto de A y B al opuesto-del producto
de A por el opuesto de B. Si Ares un punto negativo y B es po-
Sitivo, llamaremos producto de A 'y B al opuesto del’ producto

del opuesto de A por B. Si ambos son negativos llamaremos-

* producto de A y B al producto de sus opuestos.

De esta’ definicién y de los teoremas anteriores resultan in-

rnedlatamente las proposiciomes siguientes :

1> El producto de dos puntos cualesquiera del segmento

, abxerto —II estd definido y es tnico.

‘92 EI producto de tres o m4s puntos del segmento ablerto
—I1I goza de la propiedad asociativa.

3.> Todo punto del segmento abierto- —IT que no pertenece
al sgemento abierto —UU posee un inverso por la derecha. Todo
punto del segmento abierto —II posee un inverso por la izquierda.

 Instituto «Jorge Juany de Mat'e'mdticas‘_de ZaragbZa. Abril 1946.
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